Twierdzenie Liouville’a (praca domowa)

Zasady rozwigzywania. Ponizsze siedem zadan nalezy samodzielnie rozwiazac,
a nastepnie odda¢ na pismie. Dopuszczalna jest forma papierowa (czytelnym pismem)
i elektroniczna (dokument zredagowany w TeXu lub skan czytelny po wydrukowaniu).
Mozna i nalezy korzysta¢ z twierdzen dowiedzionych na wyktadzie i ¢wiczeniach,
ale w przypadku twierdzen bez nazwy/nazwiska nalezy wskaza¢ na zalozenia i teze
wykorzystywanego twierdzenia.

Termin. Rozwigzania nalezy odda¢ do pigtku 24 stycznia (do poélnocy, jesli
chodzi o wersje elektroniczna). W uzgodnionych przypadkach pdzniej.

Wprowadzenie. We wszystkich ponizszych zadaniach u: R xR™ — R” jest funkcja
gtadka, a V: R — R" jest ograniczong funkcjg gtadka o ograniczonych pochodnych
czastkowych. Zakladamy ponadto, ze spelione jest rownanie rézniczkowe

ou "
a(t,x) = V(u(t,x)) dla (t,z) e Rx R

oraz warunek poczgtkowy

uw(0,z) = dla z € R™.

Mozna temu nadaé interpretacje fizyczna. W przestrzeni R"™ porusza sie czastka, a jej
predkos¢ zalezy od potozenia — predkos¢ czastki potozonej w x jest dana przez V(x).
Wéwezas u(t, z) opisuje polozenie czastki startujacej z = po czasie t.

Zadanie 1. Dla ustalonego ¢ oznaczmy przeksztatcenie x — u(t, z) przez u,. Ustal-
my tez ograniczony zbiér otwarty (2 C R™ i wprowadzmy

Q= u(t, )(Q) = {u(t,x) : x € Q}.
Sprawdzi¢, ze miara |€);| opisana jest wzorem

1] = / | det Dyul(t, z)| da. (%)
Q



Zadanie 2. Uzasadni¢, ze macierz rézniczki Du; (a wiec macierz wszystkich po-
chodnych u bez uwzglednienia rézniczkowania po t) spetnia warunek poczatkowy
Duy(0, ) = id oraz réwnanie

0
aDut = DV(U,t) . Dut.

Przez powyzsza rOwnos¢ rozumiemy, ze

=3 5

k:l

00
u' —(t, ) dlai,j=1,...,n, (t,z) e R x R".
ax]

ot dx;

Zadanie 3. Wykaza¢, ze rozniczka przeksztatcenia det: My, — R w macierzy
jednostkowej I jest slad:
D;det(B) = tr B,

natomiast w dowolnej macierzy odwracalnej A € M, «, mamy

Dy det(B) = (det A) - tr(A™'B).

Zadanie 4. Wprowadzmy wronskian:
W:RxR"—R, W (t,x) = det Du(z).

Sprawdzi¢, ze W (0, x) = 1 dlaxz € R™. Przy zatozeniu odwracalnosci macierzy Duy(z)
wyprowadzi¢ wzor

ow
W(t’ r) = det Duy(x) - tr(DV (u(2))).

Zadanie 5. Uzasadni¢, ze W (t,x) > 0, a wiec wzdr z poprzedniego zadania zachodzi
dla dowolnych (¢, z) € R x R™.

Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje In W (¢, x). A priori jest ona dobrze okreslona jedynie
dla t ~ 0, ale mozna sprawdzi¢, ze jej pochodna czastkowa po t jest ograniczona.

Zadanie 6. Uzasadnié, ze rownanie (x) mozna zrézniczkowaé stronami i otrzymac

ilw - /Q (det Duy(z)) tr(DV (u(t, z))) dz.



Definicja. W ostatnim zadaniu interesowac¢ nas bedzie niescisliwosé. Rozumiemy
przez to, ze czastki zajmujace w chwili ¢ = 0 obszar €2, po czasie t > 0 zajmuja obszar
Q; o takiej samej mierze. Wtasno$é¢ taka majg np. modele matematyczne opisujace
ruch pltynéw (niescisliwych).

Jak wynika z powyzszych zadan, ma z tym zwiazek wielkosé¢

div V(y) :== tr(DV(y)) = 3. ——(y),

zwang dywergencja V.

Zadanie 7. Pokazaé, ze jesli pole V jest bezdywergencyjne, tzn. divV (y) = 0 dla
y € R", to miara obszaru € jest stala wzgledem t: || = |Q].

Odwrotnie, udowodni¢ réwniez, ze jesli dowolny obszar €2 ma te wlasnos¢, to pole V
jest bezdywergencyjne.



